2-ECOULEMENT 2D AUTOUR D'UN CYLINDRE.

1. Introduction.

On aborde en généra lathéorie de I’ éaulement autour d’un profil d aile en admettant qu'il
est « bi-dimensionrel » ou"2D".

On repéere |’ espace avec trois axes de mordomées Ox, Oy (perpendiculaire aOx) et Oz
(perpendiculaire au plan Oxy), I'axe Oz étant parall €le al’ envergure del’aile.

Direquel' écoulement est "2D" signifie que lavitesse est dansle plan Oxy et tout cequi se
passe dans un dan Oxy ne dépend pas de |’ envergure z.

Il suffit donc d’examiner I' écoulement dans un dan Oxy quelconqte perpendiculaire a
I’envergure. Si on admet cette hypothése, onsuppae que l’aile est d’ envergure infinie, elle
n'apas d extrémités.

Il s'agit |ad’une situationidédiséequi simplifie d’ une aertaine maniere I’ approche théorique
mais qui masque des réalit és fondamentales comme la présence de tourbill ons marginaux en
lesrejetant «al’infini ».

On peut néanmoins admettre cdte hypothése loin des extrémités de |’ ail e.

Imaginors gu’ un cylindre trés long, de rayon R (m), d axe paralléle a0z passant par O, soit
plongé dans I’ émulement uniforme dort lavitesse est paral éle ala diredion Ox de grandeur
U.. (m/s) dirigée de la gauche versladroite. C' est une dle un peu spédale, mais dans
I”hypothése de nonviscosité, « cacolle », c'est le ca deledire.

Ce cylindre découpe un cercle de rayon R dans n’importe quel plan Oxy.

Un pant M quelconqte de ce cercle et aladistance R de |’ origine O. On peut repérer un
point M du dan Oxy par le vecteur OM, oupar ses coordonrees cartésiennes (X, y) qui sornt
les composantes de OM sur les axes Ox et Oy, ouencore par ses coordonrées polaires: r et 6.
0 est I'angle de OM avec |’axe OX et r est ladistance OM.

Ona:

X =r.cos(0) ety =r.sin(0) .

NOTATION :

On nde en graslesvedeurs.

Un angle 6 est compté paositif si larotation est dans le sens anti-horaire. C' est le sens
trigonamétrique habituel.

Figure 2.1: Cylindre d systeme de mordomées (X, y) ou(r, 6).
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2. Champ devitesse.

En |’ absence de cylindre lavitesse apour compaosantesu = U,, et v =0.
Laprésencedu cylindre modifie I’ écoulement car il doit contourner le cylindre.
Lavitesse est un vecteur v dort les compaosantes u sur Ox et v sur Oy sort :

u(r, 8) = Uy, {1 - [cos(20)].(R/1)?} et v(r, B) = - U...[sin(20)].(R/r)? (1)
Sur lecylindrer = R les composantes de la vitesse sont :
U=U..{1-][cos(20)]} etV =-U,.sin(206) 2

En faisant le produt scdairev.OM = x.u+y.v ontrouwe:
c0s(0).[1 - cos(20)] - sin(B).sin(26) = 0.

Sur lecylindrer = R, lavitesse v est ainsi toujours perpendiculaire an’importe quel rayon
OM. Lavitess v est dorc tangente au cylindre & cet écoulement contourne bien |’ obstade
cylindrique.

On peut cdculer lagrandeur (on dt le modue) du vecteur v sur le cylindre.

VP = (U2 + v?) = 2. U2 [1- cos(26)] = 4.U.,2.sin*(6)

ou encore::

V=2 Us|sin(6)] ©)

ou || signifie « valeur absolue » est toujours positif ou nd : |f | est égal alavaeur dela
fonctionf s f est positif et a—f si f est négatif.

Examinors quelques points particuliers stués aur lecylindre:

- Point d’ arrét amont « Am » ;

Lepoint leplusal’amont est en x=-R,y =0.0On a6 = 180°et dornc sin(6) = -1 dou |v| = 0.

Lavitesse est nulle & on appelle cepaint « point d’ arrét amont ».

- Point d'arrét aval Av :

Lepontleplusal’ava estenx=R,y=0.0naB8=0°etsin(6) =1 dou|v|=0.
Lavitesse est nulle @ on appelle cepoint « point d’ arrét aval ».

Figure 2.2 : Ecoulement symétrique autour d' un cylindre.
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De plus, comme [sin(8)| alaméme vaeur pour unangle O et - B, onen déduit que lavitesse a
la méme grandeur en des points symétriques par rappat al’ axe Ox.

Si onchange 6 en (11- 6), le paint M du cercle devient un pant M’ symétrique par rapport a
I’ axe Oy.

Comme sin(1t- B) = sin(B) on en déduit que la grandeur de v est laméme pour des points M et
M’ du cylindre symétriques par rappat al’ axe verticd Oy.

Pour le point supérieur (et inférieur) du cylindre, 6 = 172 (et -172) soit 90° (et —90°) et |sin(0)|
=1.

En cepoaints le plus haut (oule plus bas) du cercleona |v| = 2.U,

Sur les points supérieur et inférieur onadonc une vitese doulde de lavitesse «infini

amont ».

3. Pression sur la paroi du cylindre. Portance.

V oyons maintenant la presson autour du cylindre en appliquant le théoréme de Bernouli .
Le théoreme de Bernouli est valide pou un éaulement incompressble stationraire
(indépendant du temps).

Dansle ca général (chapitre 4) ¢’ est larelation de Cauchy-Lagrange qui relie lavitesse, le
potentiel, lamasse volumique & la presson.

Si trésloin ducylindre on aune vitesse de V.| = U (M/S) et la presson atmosphérique
normale pp (1013 ), en n'importe quel point M(x, y) ouM (r, 8) onaune presson X, Yy)
telle que:

P(X, y) +12.p. |Vf = po+ L2.p. Vel

ou:

P(X, y) - Po = 1/2.p.( Vel - V). (4)
Notons au passage que la presson en un pant d arrét (appeléepresson darrét ou resson
totale) qui est caradérisé par |v| =0 est :

P =po+ U2p.Vel .

On nae que la presson ambiante po (appel ée presson statique) peut étre mesurée & un pant
del’obstade oulavitess est égale aVa)|.

Ladifférence entre ces deux pressons (appeléepresson dynamique) est égale a1/2.0. V[

C’ est sur ceprincipe que fonctionre le tube de Pitot qui permet lamesure de lavitess d'un
avion.

On definit e coefficient de pression C, qui permet de s aff ranchir des condtions «a
I"infini » p et Vol :

Co=[p(X, Y) - pol/[ 12.p. Vaof’]
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Soit :
Co=1- VP Vel (5)

Si Cyest nul, lapressonau pant M est laméme que potrées loin ducylindre, si C, est négatif,
lapresson est inférieure a po, onest dans une région de depresson. Si C, est positif on est
dans une zone de surpresson.

En remplagant |v| par son expresson donre par |’ équation (3) et |v.| par savaleur U., on
trouve le wefficient de presson pou des points M stués aur lecylindre :

C, (8) =1 — 4sin’(6) (6)

Pour 6 = 180° ou O%(points d’ arrét amont et aval) sin(8) =0 et C, = 1, onest dans une zone
de surpresson. Pour 6 = 90° (ou-90°) sin’(6) = 1 et Cp = -3, onest dans une zone de forte
dépresson.

Maiscomme onavu gue lagrandeur de lavitesse est laméme en des points du cylindre
symétriques par rappart aux axes OX et QY, lasurpresson aux points d’ arrét amont et aval se
compensent, de méme que les dépressons en haut et en bas du cylindre.

Laforcetotale exercéepar I’ écoulement sur le cylindre est nulle: il N’y apas de portanceni
detrainée

On trouve cete ébsencede trainéepour tous les éoulements "2D" apatentiel de vitese
(fluide parfait non visqueux incompressble) stationnaires (ou le temps n’intervient pas).

C’est le paradoxe de d’ Alembert (1717-1783.

Pour cdculer exadement laforce exercéepar I’ éaulement sur le cylindre, il faut intégrer les
forceslocales de presson qu s exercent perpendiculairement ala surface locde du cylindre.
En ndant n (X, y) le vedeur unitaire normal alasurface au cylindre ai pant M(x, y) ou M(6)
(orienté vers |’ intérieur du cylindre) on a pour ses composantes de n sur Ox et Oy :

Ny = - cos(B), ny = - sin(B).

Un élément du cercle de rayon R autour du pant M apour longueur R.d6.
Si on prend ure tranche de cylindre d envergure A, I’ éément de surface aconsidérer est dS =
A.R.d6.

Laforce de presson exercée sur cet é ément de surface aira pour composantes :

Sur Ox

dF, (8) = ny(8).p(B).dS = - cos(B).p(6).A.R.dB. = - (8).[po +1/2.p.( Vel - V[)].A.R.08.
et sur Oy

dFy (8) = ny (8).p(B).dS = - sin(B).p(B).A.R.dB. = - sin(B).[po +1/2.0.( Vel - VP)].A.R.0B.

Enintrodusant le mefficient de presson C, (équation (5) ci dessus) ces expressons
deviennent :

dFy (8) = - 1/2.p.va..A. cos(B).C, (6).R.dB.

et
dFy (8) = - 1/2.p.)v.[.A. sin(8).C, (6).R.d6.
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En remplagant C, (6) par savaleur donreepar (6) on olient :

dF, (B) = - 1/2.p. Vo[> A. R.cos(8).[1 — 4sin*(6)].d6.
et
dFy (8) = - 1/2.p.v.[.A. Rsin(8).[1 — 4sin?(8)].db.

Laforcetotale seral’intégrale de cdte force éémentaire sur toute la surface (sur tout le
cacle) c'est adire pou 6 variant de—180°(-ttradians) a 180° (ttradians).

La patance est la composante de la forcesubie par le crps perpendiculaire a la dredion
delavitess infini amont.

Latrainée &t la composante dela forcesubie par le crps paralleleala dredion dela
vitesse infini amont.

Du fait des symétries des fonctions sn(0) et cos(6) ontrouve une intégrale nulle dorc la
portance Fy et latrainée F sont null es.

Comment produre de la portance sur un cylindre placé dans un éoulement ?

Il faut rompre cedte symétrie de lavitese aentre le haut et le bas du cylindre tout en gardant
une vitesse tangente au cylindre puisque les particul es de fluide ne peuvent traverser la paroi.

4. Addition d' un tourbillon. Création de portance

On peut créer de laportance e gjoutant la vitesse produte par untour bill on placésur |’ axe
ducylindre. Lamaniéere d établir ce tourbill on dans un émulement réel sera examinéeplus
loin.

En effet untourbill onisolé d'intensité I produit une vitesse « tangentielle » vr (r, 8) en un
point M(r, 6) dort les composantes sur Ox et Oy sornt :

ur (r, 8) = I.sin(B)/(2rtr) (7
vr (r, 8) = - I".cos(8)/(21r)

(Les sgnes +/- ont éé dhaisis afin quuntourbillon ™ pasitif donre une vitesse dans le sens
horaire.)

On naequeu et v (vitese) éant en m/s et r (distance) enm, I'intensité I d’un tourbill on se
mesure en m%/s.

En faisant le produt scdaire de vr (r, ) avec OM(r, 6) on trouve O dorc OM (unrayon du
cercle) et vi- sont bien perpendiculaires. Le tourbillon ™ produt une vitesse purement
tangentielle.

En goutant lavitesse dutourbill on alavitesse donree par (1) ontrouve lavitese en
n’'importe quel point M(r, 6) du dan Oxy :

u(r, 8) = U {1 - [cos(20)].(R/N?} + T.sin()/(2mr)

(8)
v (1, 8) = - U...[SiN(28)] (R/N? - T".cos(8)/(21tr)
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Pour n'importe quel point du cylindre (r = R), en naant pou simplifier y=T/(2nU..R), la
vitesse est :

U=U..{1 - [cos(20)] + y.sin(B)} = U.sin(B).[2.sin(B) + V]

et

V = - Uo,.{[sIN(20)] - y.cos(B)} = U..cos(8).[2.sin(8) +V].

Le arré dumodue de lavitese est maintenant :
VP = u? + vZ= U2 [2.8in(B) + y]?
et lavitesse tangentielle ai cylindre est donc :

V| = Uao.[2.5i0(8) + V]

a omparer avec(3) sil n'y apasdetourbillonT.

A

¥

:’-—

Uy,
:-
0O X
- >
Point d'arrét amont .-~ Point d'arret aval
-

Figure 2.3: Ecoulement autour d' un cylindre avec"tourbill on".

Lespoints d’ arrét amont et aval ne sort plusles points du cercle placés sur I’axe Ox (6 =0 et
6 = 180° mais des points stués detelle maniére que sin(B) =-y/2 = -I'/(41tU...R).

Si par exempley=1,T = 21tU..R = 6.28U.,.R (m?/s) onapou les points d arrét sin(6) = -%
c'estadire®=-30°et 6 =-150°.

Lafigure 2.3montre les lignes de murant autour du cylindre pou différentes intensités du
tourbillonaxial I (ouy)

v
)
I
Lo

y=0
Figure 2.3 : Ecoulement autour de cylindre avecdifférente valeur du "tourbill ony".
(y=T/(2nU..R)).
(extrait de "Effets hydrodynamiques et modéles mathématiques', M.LAVRENTIEV et B.CHABAT, éditions
MIR, Moscou 198Q).
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Les vitesses ne sont plus les mémes au-desaus (extrados) et au-desous (intrados) du cylindre.
Le wefficient de presson donré par I’ équation (5) est maintenant :

Cp (8) =1.-[2.sin(B) +V]? 9)

Laforce éémentaire dF agissant sur un élément de surface de cylindre d envergure A et de
longueur R.dB entourant un pant M(08) du cylindre apour composantes sur Ox et Oy :

dF, (8) = - 1/2.p. U,2.A. cos(8).{1.- [2.sin(B) + y]%. R.dO
dFy (8) = - 1/2.p. Uo2A. sin(8).{1.- [2.sin(8) + y]*}. R.dB

Par définition la patance est la composante perpendiculaire au vent relatif U., delaforce
exercéepar |'air sur le rps, latrainée éant la compaosante paralléle.

Pour cdculer laforcesubie par le cylindre il faut intégrer ces éléments de force sur tout le

cecle cest adirede 6 = -180° (-rtradian) a180° (1tradian).
On trouve que F, = 0. Latrainée et null e (paradoxe de d’ Alembert).

Laforce verticde (perpendiculaire av.,) est laportance:

Fy = 1/2.0.U2A.R.(4Ty) = p.Us. AT (10)

La patance et propationnelle a la vitess « infini amont » U, , al’intensité I” du
tourbillon et al'envergure A.

On définit le coefficient de portance C (« L » pour lift en anglais) en dvisant laportance F,
par lapresson dynamique 1/2.p.U., et une surface caraaéristique de |’ ail e asavoir sa @rde
multi pli éepar son envergure, ici la corde =2 R (rayon ducylindreR) et I’envergure =A.
Onadorc:

CL=F,/(U2p.U.2A.2R) = 2.my.

avecy =T/(2nU..R) (11

Dans notre exempley =1 et dorc C_ = 6.28.

Cette valeur élevéede C, est directement liée ai déplacement des points d arrét amont et aval

de 30° versle bas causé par la vitesse indute par le tourbill on.

5. Déviation del’émulement a grande distance

En présence de tourbill on, les composantes de lavitesse en un pant M quelconque de
coordonrées x =r.cos(0) et y =r.sin(B) est donréepar les équations (8) reécites ci-desous :

u(r, 8) = Un.{1 - [c0S(20)].(R/A + T .sin(B)/(2rir)
(12
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V (1, 8) = - U,.[SIN(28)] (RIT)? - T.cos(B)/(21tr)

A grande distancedu cylindre, la ontribution duterme propartionnel & 1/r? (dipédle) est
négligeable devant la cntribution dutourbill onpropartionrelle al/r.

Pour la composante horizontale u, cette antribution dutourbill on est négligeable devant la
vitese « infini amont ».

On peut dorc écrireloin ducylindre :

u(r, 6) =U,
v (r, 6) = - I".cos(8)/(2rtr)

A I’amont du cylindre, 6 est compris entre 180° et 90° au-dessus du cylindre, -180° et —90°en
desous. cos(0) est dornc négatif et v positif.
L’air est dévié ves le haut al’amont du cylindre.

A I'aval ducylindre 6, est compris entre —90° et 90°.
cos(0) est donc pasitif et v est négatif.
L’air est dévié veslebasal’aval du cylindre.

Cette déviation est d'autant plus faible qu’on est loin ducylindre mais elle mwncernetout le
fluide. Elle et propationrelle al” ¢’ est adire alaportance

Calculonslavariation dela amposante verticade My (paralléle aOy) de laquantité de
mouvement del’air traversant un dan vertical situé al’amontax =-L etal’aval ax =L, L
étant grand par rapport au rayon ducylindre R.

Pour un éément de plan verticd de hauteur dy centré sur un pant M(r, 6) et d’ envergure A
(dansladirection Oz), onaun éément de surface A.dy. La composante verticale dela
guantité de mouvement du fluide traversant cette surface est :

dMy = p.u.v=- p.U..I".cog(B)/(2rtr).A.dy

ouencore .

dMy = p.u.v=- 1/(2m).p.U..I".A.[cos(B)/r].dy
L’ éément de plan Ady est situé aune ascise x =r.cos(0) (égale a-L ou +L) et aune
ordonréey =r.sin(6).

En exprimant cos(6)/r en fonction ce x et y on oldient :
cos(8)/r = x/r? = x/(x*+y?).

Onadorc:
dM, = 1/(2m).p.U...l A.L.dy/(L? + y?) pou leplanx = -L

et.
dMy = -1/(2m).p.U...MA.L.dy/(L? + y*) pou leplan x = +L

L’intégrale de dy/(L? + y?) étant arctg(y/L), en intégrant pour tout le plan verticd (y allant de
-c0 a+00) ONn olient :
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Pour le plan amont (x =-L) :

et pou leplanava (x =L):
My ava = -1(210).p.Uc. A.T.TL

Ladiff érence de quantité de mouvement de |’ air entre |’ aval et I’amont est dornc :
MyAva| - MyAmontz = onoAr (13)

On retrouve exadement I’oppcse de la portance calculée apartir de la distribution de presson
sur le cylindre donrée par I’ équation (2.3-10).

La présenced un émulement tourbill onnaire autour du cylindre causeé par le tourbill on
d’intensité I créeune portance ves le haut et dévie le flux vers le bas.

6. Et en pratiqgue ?

Pour imposer cette rotation ¢k lavitesse autour du cylindre @ déplacer les points d’ arrét
amont et aval, il faut « manipuler » la cuche limite qu on asuppasé d’ épaisseur nulle. En fait
les particules fluides au contad du cylindre adherent a sa surface acause de laviscosité. En
faisant tourner un cylindre dans un écoulement, onarrive acréer une « circulation » de la
vitese autour du cylindre & un écoulement semblable acdui décrit ici.

C'est I'effet Magnus : création de portance sur un cyli ndre tournant placé dans un écoulement.
Commeonl’avu, on peut obtenir des coefficients de portancetres élevés, maisenréditéla
trainéen’ est pasnulle, loin del3, et lafinesse (égale au rapport portance/trainée) est faible.

Une autre méthode mnsiste aforcer lapaosition du pont d arrét aval en aspirant I’ air atravers

une fente parall ée al’ envergure. C’ est selon ce principe que fonctionre la « voil e » de Lucien
Malavard qu propusait le navire « Alcyon » du Commandant Cousteau.
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